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1 Возбуждение колебаний

Вынужденные колебания мембраны описываются, в полной аналогией со
струной, начально-краевой задачей для уравнений колебаний:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢+ 𝑓, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢|𝜕Ω = 0

𝑢|𝑡=0 = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡|𝑡=0 = ℎ(𝑥, 𝑦).

(1)

По теореме Стеклова, классическое решение этой задачи, если оно вообще
существует, может быть разложено в сходящийся хотя бы в среднем ряд

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)

по собственным функциям 𝜙𝑛 мембраны, причем коэффициенты этого ряда
даются формулой

𝑢𝑛 =

∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝜙𝑛(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,
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если условится, что собственные функции отнормированы:∫︁
Ω

𝜙2
𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

Умножив уравнение колебаний на 𝜙𝑛 и проинтегрировав по всей обла-
сти, получим дифференциальное уравнение для отыскания 𝑢𝑛. В самом
деле, имеем ∫︁

Ω

𝑢𝑡𝑡𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

Δ𝑢𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁
Ω

𝑓𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦.

В силу формулы Гаусса-Остроградского∫︁
Ω

Δ𝑢𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

div(∇𝑢)𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁
Ω

[div(𝜙𝑛∇𝑢)− (∇𝑢,∇𝜙𝑛)]𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝜕Ω

𝜙𝑛
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝜎 −

∫︁
Ω

(∇𝑢,∇𝜙𝑛)𝑑𝑥𝑑𝑦

Здесь интеграл по границе равен нулю, так как на границе собственные
функции обращаются в нуль. Аналогично,∫︁

Ω

𝑢Δ𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
𝜕Ω

𝑢
𝜕𝜙𝑛

𝜕𝑛
𝑑𝜎 −

∫︁
Ω

(∇𝑢,∇𝜙𝑛)𝑑𝑥𝑑𝑦

причем и здесь интеграл по границе обращается в нуль, но теперь в силу
того, что решение 𝑢 задачи (1) на границе равно нулю. Поэтому∫︁

Ω

Δ𝑢𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

𝑢Δ𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝜆𝑛

∫︁
Ω

𝑢𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝜆𝑛𝑢𝑛 = −𝜔2
𝑛𝑢𝑛,

где 𝜔𝑛 – собственные частоты мембраны. Остается заметить, что∫︁
Ω

𝑢𝑡𝑡𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢𝑛.

В итоге, получается, что

𝑢̈𝑛 + 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛, где 𝑓𝑛 =
∫︀
Ω

𝑓𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦.
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Начальные условия, как и для струны, дают начальные условия для этого
обыкновенного дифференциального уравнения:

𝑢𝑛|𝑡=0 =

∫︁
Ω

𝑢|𝑡=0𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

𝑔𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑔𝑛

и
𝑢̇𝑛|𝑡=0 =

∫︁
Ω

𝑢𝑡|𝑡=0𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁
Ω

ℎ𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = ℎ𝑛.

Таким образом, классическое решение задачи (1) дается сходящимся в
среднем рядом

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), (2)

коэффициенты которого однозначно определяются из задач Коши

𝑢̈𝑛 + 𝜔2
𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛, 𝑢𝑛|𝑡=0 = 𝑔𝑛, 𝑢̇𝑛|𝑡=0 = ℎ𝑛, (3)

где

𝑓𝑛(𝑡) =

∫︁
Ω

𝑓𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑔𝑛 =

∫︁
Ω

𝑔𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦, ℎ𝑛 =

∫︁
Ω

ℎ𝜙𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦. (4)

Практическое вычисление решения затруднено необходимостью вычис-
ления этих интегралов. Часто оказывается удобно отказаться от условия∫︁

Ω

𝜙2
𝑛𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1,

и вместо (4) прямо использовать то, что функции 𝑔, ℎ и 𝑓 всегда можно
разложить в ряды

𝑔(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), . . . ,

коэффициенты которых и нужно подставлять в 3. Их всегда можно найти,
используя ортогональность собственных функций:∫︁

Ω

𝑔𝜙𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛

∫︁
Ω

𝜙𝑛𝜙𝑚𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑔𝑚

∫︁
Ω

|𝜙𝑚|2𝑑𝑥𝑑𝑦.
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1.1 Возбуждение мембраны ударом и щипком

Формула (2) весьма удобна для качественного описания колебаний мем-
браны, возбужденных ударом или щипком. Эти колебания описываются
задачей ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢|𝜕Ω = 0

𝑢|𝑡=0 = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡|𝑡=0 = ℎ(𝑥, 𝑦),

(5)

решением которой дается рядом

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

[︂
𝑔𝑛 cos(𝜔𝑛𝑡) +

ℎ𝑛

𝜔𝑛
sin(𝜔𝑛𝑡))

]︂
𝜙𝑛(𝑥, 𝑦), (6)

то есть представляет собой суперпозицию собственных колебаний. В част-
ности, спектральный анализ звука, издаваемого колеблющейся мембраной,
должен выделить дискретный набор, состоящий из ее собственных частот.

Для примера рассмотрим колебания круглой мембраны, возбужденной
симметричным щипком:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢, 𝑟 < 1

𝑢|𝑟=1 = 0

𝑢|𝑡=0 = 𝑓(𝑟), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 0,

(7)

Мы знаем, что все собственные частоты круга исчерпываются набором

𝑗𝑛,𝑚, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚 = 1, 2, . . .

и им соответствуют собственные функции

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)(𝑎𝑛 cos𝑛𝜙+ 𝑏𝑛 sin𝑛𝜙),

но не знаем, в каком порядке их перенумеровать. Однако для решения
задачи это и не важно – сумму по 𝑛 в (12) можно заменить на двойную
сумму по 𝑛 и 𝑚. Иными словами, решение всегда можно разложить в ряд

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)(𝑓
𝑐
𝑛,𝑚 cos𝑛𝜙+ 𝑓 𝑠

𝑛,𝑚 sin𝑛𝜙) cos(𝑗𝑛,𝑚𝑡),
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где 𝑓 𝑐
𝑛,𝑚 – коэффициент ряда для 𝑓 , то есть

𝑓(𝑟) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)(𝑓
𝑐
𝑛,𝑚 cos𝑛𝜙+ 𝑓 𝑠

𝑛,𝑚(𝑡) sin𝑛𝜙).

Но 𝑓 по условию не зависит от 𝜙, поэтому все коэффициенты 𝑓 𝑐
𝑛,𝑚, 𝑓

𝑠
𝑛,𝑚

равны нулю при 𝑛 > 0.1 Это позволяет опустить во всех нижеследующих
формулах индекс 𝑛, всюду равный нулю. Итак, решение (7) разлагается в
ряд

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟) cos(𝑗𝑛,𝑚𝑡),

где 𝑓𝑚 – коэффициент ряда для 𝑓 :

𝑓(𝑟) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟).

Отсюда видно, что колебания, возбужденные симметричным щипком,
составлены из собственных колебаний с частотами 𝑗0,𝑚. С тем, чтобы пред-
ставить себе этот набор, заметим, что при 𝑥 > 2 с графической точностью2

верно

𝐽0(𝑥) ≈
√︂

2

𝜋𝑥
cos (𝑥− 𝜋

4
) (8)

(ср. рис. 1). Поэтому
𝑗0,𝑚 ≈ 𝜋𝑚− 𝜋

4
.

1Это можно доказать и из формулы (4), которая в данном случае дает

𝑓 𝑐
𝑛,𝑚 =

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑟)𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟) cos𝑛𝜙𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙 :

∫︁∫︁
Ω

|𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)|2 cos2 𝑛𝜙𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙,

т.к. ∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑟)𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟) cos𝑛𝜙𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙 =

1∫︁
0

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟

2𝜋∫︁
0

cos𝑛𝜙𝑑𝜙

равен нулю при 𝑛 > 0.
2В [1], гл. IX, §2.10, доказывается, что

𝐽0(𝑥) =

√︂
2

𝜋𝑥
cos (𝑥− 𝜋

4
) +𝑂(𝑥−3/2),

то есть сказанное верно при достаточно больших 𝑥. Замечательно, что эти «достаточно большие» 𝑥

начинаются с 𝑥 = 2.
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Рис. 1: Графики функций 𝐽0(𝑥) и
√︀

2/𝜋𝑥 cos (𝑥− 𝜋
4
).

Ошибка этой формулы для 𝑚 = 1 составляет 2% от 𝑗0,𝑚, и становится еще
меньше с ростом 𝑚. Таким образом, частоты так возбужденной круглой
мембраны образуют сдвинутый на 𝜋

4 гармонический ряд.
Обратимся теперь к вопросу о вычислении 𝑓𝑚. Имеем:

𝑓𝑚 =

1∫︁
0

𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟)𝑓(𝑟)𝑟𝑑𝑟 :

1∫︁
0

|𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟)|2𝑟𝑑𝑟

или, сделав замену переменной 𝑥 = 𝑗0,𝑚𝑟,

𝑓𝑚 =

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽0(𝑥)𝑓 (𝑥/𝑗0,𝑚)𝑥𝑑𝑥 :

𝑗0,𝑚∫︁
0

|𝐽0(𝑥)|2𝑥𝑑𝑥.

Иногда интеграл от функции Бесселя удается вычислить явно, восполь-
зовавшись тем, что эта функции удовлетворяет уравнении Бесселя

1

𝑥
(𝑥𝐽 ′

0(𝑥))
′ + 𝐽0(𝑥) = 0

и поэтому
𝑥𝐽0(𝑥) = −(𝑥𝐽 ′

0(𝑥))
′. (9)
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Рис. 2: Графики функций 1− 𝑟 и суммы первых 20 членов ее ряда Фурье.

Применительно к интегралу, стоящему в знаменателе, имеем:

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽2
0 (𝑥)𝑥𝑑𝑥 =

1

2

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽2
0 (𝑥)𝑑𝑥

2 =

=
1

2
𝑥2𝐽2

0 (𝑥)|
𝑗0,𝑚
𝑥=0 −

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝑥2𝐽0(𝑥)𝐽
′
0(𝑥)𝑑𝑥 =

= −
𝑗0,𝑚∫︁
0

(𝑥𝐽0(𝑥))𝑥𝐽
′
0(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝑥𝐽 ′
0(𝑥)(𝑥𝐽

′
0(𝑥))

′𝑑𝑥 =

=
1

2
(𝑗0,𝑚𝐽

′
0(𝑗0,𝑚))

2.

Таким образом,

𝑓𝑚 = 2(𝑗0,𝑚𝐽
′
0(𝑗0,𝑚))

−2

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽0(𝑥)𝑓 (𝑥/𝑗0,𝑚)𝑥𝑑𝑥.
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Рис. 3: Графики решения при 𝑡 = 0.1 (красный), 𝑡 = 0.2 (зеленый) и 𝑡 = 0.3 (желтый).
Для построения взято 100 членов ряда Фурье.

Рис. 4: Графики решения при 𝑡 = 0.3 (красный), 𝑡 = 0.6 (зеленый) и 𝑡 = 1 (желтый).
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Рис. 5: Графики решения при 𝑡 = 1 (красный), 𝑡 = 1.5 (зеленый) и 𝑡 = 2 (желтый).

Напр., если начальный профиль мембраны был конусом с вершиной в
нуле, скажем

𝑢|𝑡=0 = 1− 𝑟,

то

𝑓𝑚 = 2(𝑗0,𝑚𝐽
′
0(𝑗0,𝑚))

−2

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽0(𝑥) (1− 𝑥/𝑗0,𝑚)𝑥𝑑𝑥.

Вычислив этот интеграл численно3 можно проверить выполнение равен-
ства

𝑓(𝑟) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟),

сравнив графики функции 𝑓 и частичной суммы ряда (см. рис. 2). На рис.
3На самом деле Maple выражает его через функции Струве (StruveH), то есть решения неоднород-

ного уравнения Бесселя
𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑥2𝑦 = 𝐶𝑥.
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3-5 представлены графики частичных сумм решения

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟) cos(𝑗𝑛,𝑚𝑡)

при различных 𝑡; движение мембраны можно описать так. Как и в случае
струны задача не имеет классического решения или, по крайней мере, его
вторые производные весьма велики (см. рис. 3). В начале центре мембраны
образуется плоский параллельный основанию пяточек, который расширя-
ется и движется к основанию, на границе пяточка решение имеет разрыв
производной (точно так вела себя и струна, возбужденная симметричным
щипком), однако еще до достижения положения равновесия волна, отразив-
шаяся от границы мембраны размывает границу пяточка (𝑡 = 0.6) и после
этого мгновенный профиль мембраны становиться гладким. Описать даль-
нейшее развитие событий трудно, поскольку колебания складываются из
большого числа функций, периоды которых несоизмеримы. В частности,
поэтому движение не будет периодическим, но только ограниченным.

1.2 Возбуждение мембраны периодически меняющейся силой

Колебания мембраны, возбужденные периодически меняющейся силой,
описываются задачей⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑦) sin𝜔𝑡, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω

𝑢|𝜕Ω = 0

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = 0,

(10)

Сама сила 𝑓 может быть сосредоточена на небольшом участке мембраны,
как, напр., в известном опыте, когда точка мембраны соединена нитью
с камертоном4, или же равномерно распределена по всей мембране, как,
напр., при периодическом изменении давления с одной из сторон мембраны.
Эта задача может использоваться для описания колебаний динамика (и
тогда частота 𝜔 много больше 𝑗0,1).

4См. Хвольсон О.Д. Курс физики. Т.2. СПб., 1898, стр. 60.
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Задача Коши

{𝑣 + 𝜔2
0𝑣 = 𝑓 sin𝜔𝑡, 𝑣|𝑡=0 = 0, 𝑣̇𝑡=0 = 0 (11)

имеет своим решением

𝑣 =
𝜔0 sin(𝜔𝑡)− 𝜔 sin(𝜔0𝑡)

𝜔2
0 − 𝜔2

𝑓

𝜔0
,

поэтому решение задачи 10 дается рядом

𝑢 =
∞∑︁
𝑛=1

𝜔𝑛 sin(𝜔𝑡)− 𝜔 sin(𝜔𝑛𝑡)

𝜔2
𝑛 − 𝜔2

𝑓𝑛
𝜔𝑛

𝜙𝑛(𝑥, 𝑦). (12)

Отсюда видно, что колебания, возбужденные периодической силой, часто-
та которой отлична от собственных частот мембраны, будут тоже ограни-
ченными при всех 𝑡; при совпадении же частоты 𝜔 возбуждающей силы
с одной или несколькими кратными собственными частотами будет иметь
место явление резонанса. Напр., при 𝜔 = 𝜔1

𝑢 =
sin(𝜔1𝑡)− 𝑡𝜔1 cos(𝜔1𝑡)

2𝜔2
1

𝑓1𝜙1(𝑥, 𝑦)+
∞∑︁
𝑛=2

𝜔𝑛 sin(𝜔𝑡)− 𝜔 sin(𝜔𝑛𝑡)

𝜔2
𝑛 − 𝜔2

𝑓𝑛
𝜔𝑛

𝜙𝑛(𝑥, 𝑦).

Поэтому при
𝑓1 =

∫︁
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦)𝜙1𝑑𝑥𝑑𝑦 ̸= 0

со временем первый член превзойдет все прочие и

𝑢 ≈ − 𝑓1
2𝜔1

𝑡 cos(𝜔1𝑡)𝜙1(𝑥, 𝑦),

то есть амплитуда колебаний будет расти как 𝑡. Явление резонанса удобно
использовать, чтобы наблюдать то или иное собственное колебание: если
посыпать мембрану порошком и медленно менять частоту возбуждающей
силы, то порошок при совпадении частоты с собственной будет выстраи-
ваться вдоль узловых линий соответствующей собственной функции.

Для примера, обратимся теперь к случаю круглой мембраны единич-
ного радиуса, на которую оказывается периодическое давление с одной из

11



Рис. 6: Графики функций 𝑓(𝑟) ≡ 1 и суммы первых 10 и 20 членов ее ряда Фурье.

сторон: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 = Δ𝑢+ 𝑝 sin(𝜔𝑡), 𝑟 < 1

𝑢|𝑟=1 = 0

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = 0,

(13)

Начнем с того, что постоянную функцию 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 нужно разложить
в ряд Фурье

1 =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)(𝑓
𝑐
𝑛,𝑚 cos𝑛𝜙+ 𝑓 𝑠

𝑛,𝑚 sin𝑛𝜙),

эта функция не зависит 𝜙, поэтому опять все коэффициенты 𝑓 𝑐
𝑛,𝑚, 𝑓

𝑠
𝑛,𝑚

равны нулю при 𝑛 > 05, то есть

1 =
∞∑︁

𝑚=1

𝑓𝑚𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟).

5Любопытно заметить, что 𝑓 не зависит и от 𝑟 то же, но это не уменьшает число членов ряда,
поскольку у нас нет собственных функций, не зависящих от 𝑟.
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Но тогда

𝑓𝑚 =

𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽0(𝑥)𝑥𝑑𝑥 :

𝑗0,𝑚∫︁
0

|𝐽0(𝑥)|2𝑥𝑑𝑥;

интеграл, стоящий в знаменателе мы уже считали в пред. разделе, а инте-
грал в числителе легко берется, поскольку в силу уравнения Бесселя

1

𝑥
(𝑥𝐽 ′

0(𝑥))
′ + 𝐽0(𝑥) = 0

подынтегральное выражение является полным дифференциалом

𝑥𝐽0(𝑥) = −(𝑥𝐽 ′
0(𝑥))

′,

и поэтому
𝑗0,𝑚∫︁
0

𝐽0(𝑥)𝑥𝑑𝑥 = − 𝑥𝐽 ′
0(𝑥)|

𝑗0,𝑚
𝑥=0 = −𝑗0,𝑚𝐽

′
0(𝑗0,𝑚).

В итоге имеем

𝑓𝑚 = −𝑗0,𝑚𝐽
′
0(𝑗0,𝑚) :

1

2
(𝑗0,𝑚𝐽

′
0(𝑗0,𝑚))

2 = − 2

𝑗0,𝑚𝐽 ′
0(𝑗0,𝑚)

.

Выполнение формулы

1 = −
∞∑︁

𝑚=1

2𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟)

𝑗0,𝑚𝐽 ′
0(𝑗0,𝑚)

. (14)

можно проверить (см. рис. 6). Этот ряд должен сходится в среднем к 1,
но его коэффициенты убывают весьма медленно. Заменяя 𝐽0 на ее прибли-
женное значение (8), годное при больших 𝑥, имеем

𝑓𝑚 ≈ 2
√
2(−1)𝑚+1

√
4𝑚− 1

.

Разумеется, при 𝑟 = 0 и 𝑟 = 1 наблюдается явление Гиббса.
Обратимся теперь к разложению решения (13) в ряд

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝑛(𝑗𝑛,𝑚𝑟)(𝑢
𝑐
𝑛,𝑚(𝑡) cos𝑛𝜙+ 𝑢𝑠𝑛,𝑚(𝑡) sin𝑛𝜙),
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коэффициенты 𝑢𝑛,𝑚 и 𝑣𝑛,𝑚 определяются как решения задач Коши

{𝑢̈𝑐𝑛,𝑚+𝑗2𝑛,𝑚𝑢
𝑐
𝑛,𝑚 = 𝑓 𝑐

𝑛,𝑚𝑝 sin(𝜔𝑡), 𝑢𝑐𝑛,𝑚|𝑡=0 = 𝑔𝑐𝑛,𝑚𝑝 sin(𝜔𝑡), 𝑢̇𝑐𝑛,𝑚|𝑡=0 = ℎ𝑐
𝑛,𝑚,

а 𝑓 𝑐
𝑛,𝑚 – все тот же коэффициент ряда для функции 𝑓 ≡ 1. Коль скоро все

коэффициенты 𝑓 𝑐
𝑛,𝑚, 𝑓

𝑠
𝑛,𝑚 равны нулю при 𝑛 > 0, при таких 𝑛 для 𝑢𝑐𝑛,𝑚, 𝑢

𝑠
𝑛,𝑚

получается однородная задача Коши, то есть

𝑢𝑐𝑛,𝑚 = 𝑢𝑠𝑛,𝑚 = 0 (𝑛 > 0).

Опуская индекс 𝑛, всюду равный нулю, имеем

{𝑢̈𝑚 + 𝑗2𝑛,𝑚𝑢𝑛,𝑚 = 𝑓 𝑐
𝑚𝑝 sin(𝜔𝑡), 𝑢𝑚|𝑡=0 = 0, 𝑢̇𝑐𝑚|𝑡=0 = 0,

откуда, взяв 𝑓𝑚 из (14), имеем

𝑢𝑚 = −𝑗0,𝑚 sin(𝜔𝑡)− 𝜔 sin(𝑗0,𝑚𝑡)

𝑗20,𝑚 − 𝜔2

2𝑝

𝑗20,𝑚𝐽
′
0(𝑗0,𝑚)

.

Таким образом, решение задачи (13), если оно вообще существует, дается
сходящимся в среднем рядом

𝑢 =
∞∑︁

𝑚=1

2𝑝

𝑗20,𝑚𝐽
′
0(𝑗0,𝑚)

𝑗0,𝑚 sin(𝜔𝑡)− 𝜔 sin(𝑗0,𝑚𝑡)

𝑗20,𝑚 − 𝜔2
𝐽0(𝑗0,𝑚𝑟).

Поскольку коэффициенты 𝑓𝑚 убывают медленно, решение представляет
собой суперпозицию большого числа колебаний с несоизмеримыми часто-
тами и близкими амплитудами, описать наложение которых весьма затруд-
нительно. Понятно лишь, что при приближении 𝜔 к собственной частоте
𝑗0,𝑚 𝑚-ая мода станет самой заметной, а профиль колебания обретет форму
соответствующей собственной функции.
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